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4Resumen
En este trabajo se estudian diferentes estrategias de optimizacio´n de
carteras de inversio´n en mercados bursa´tiles incluyendo nuevas herramien-
tas de ana´lisis, visualizacio´n y desarrollo. Se eligen las cotizaciones diarias
de las empresas que componen el IBEX-35 en una ventana de 3 an˜os. Tras
realizar un ana´lisis descriptivo, se plantea el ce´lebre modelo de Markowitz
de optimizacio´n de carteras de inversio´n, usando como medida de riesgo
el estimador cla´sico de la varianza. Se consideran modificaciones de este
modelo con diferentes estimaciones de la varianza, como son la estimacio´n
robusta y la semivarianza. Adema´s se presenta una alternativa al modelo
esta´tico de optimizacio´n a trave´s de la aplicacio´n dina´mica de Markowitz
para estudiar la evolucio´n en el tiempo de las rentabilidades y riesgos. Se
emplea el software R como herramienta fundamental, desde la fase descrip-
tiva hasta la generacio´n final del informe.
Palabras clave: Carteras de inversio´n, Ratio de Sharpe, Rentabilidad,
Riesgo, R
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5Abstract
This paper studies different strategies of portfolio investment optimiza-
tion in stock markets including new optimization tools, visualization and
development. The financial market chosen was IBEX 35, taking as data
daily prices of his companies in a window of three years. After performing
descriptive analysis, we apply the famous model mean-variance Markowitz
Portfolio Optimization using a classical estimator of variance like risk. We
consider this model with different estimators of variance as a risk measure,
since robust estimation to semivariance. An alternative to the static opti-
mization model is presented trough a dynamic application of Markowitz to
study the evolution of returns and risks over time. We use R program as
an essential tool, from the pre-analysis to the final application results.
Keywords: Portfolio Investment, Sharpe Ratio, Risk, Rentability, R
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1 Introduccio´n
El presente trabajo se situ´a dentro de la gestio´n de carteras de inversio´n en pro-
ductos financieros. Obviamente, este tema es muy importante e interesante desde el
punto de vista econo´mico, sobre todo ahora, en los momentos de crisis financiera en
que nos movemos. Tambie´n interesa mucho en los campos de la optimizacio´n y la
estad´ıstica, tanto a nivel investigador como aplicado. Las aportaciones principales
que hacemos en este trabajo respecto a otros en el mismo campo son: 1) la compara-
cio´n de carteras de inversio´n segu´n distintas medidas de riesgo, 2) la implementacio´n
automa´tica de fronteras eficientes que permitan su comparacio´n en distintos modelos
de optimizacio´n, y 3) el uso de R como herramienta fundamental de ca´lculo en todo
el proceso, desde la captura de datos hasta la traslacio´n de resultados y comentarios
mediante LATEX a un documento final.
Los mercados bursa´tiles1 suponen un gran movimiento de capital con operaciones
diarias, pra´cticamente instanta´neas. Esta gran variabilidad provoca que el riesgo que
el inversor asume sea mayor respecto a la inversio´n en otro tipo de mercados. Como
inversor entendemos cualquier persona f´ısica o empresa que compra en cada ejercicio
una parte del beneficio de la empresa cotizante con el objetivo de obtener rendimien-
tos positivos, bien a corto o a largo plazo. El objetivo principal del inversor es,
por lo general, maximizar la rentabilidad o ganancia de su inversio´n, minimizando
el riesgo. Sin embargo esta tarea doble no es sencilla, de ah´ı la importancia del
ana´lisis del mercado y de sus diferentes ı´ndices. En gestio´n de activos financieros
es conocido, y se puede comprobar formalmente, que es posible reducir el riesgo di-
versificando la inversio´n. Esta diversificacio´n da lugar a la formacio´n de carteras de
inversio´n2. La gestio´n de carteras se ocupa de la optimizacio´n de los beneficios me-
diante la maximizacio´n de los rendimientos esperados y la minimizacio´n de los riesgos
de la inversio´n. Generalmente, la solucio´n implica la diversificacio´n del capital en
diferentes activos de forma que la volatilidad de cada uno de ellos no afecte directa-
mente al inversor. Las estrategias que se elijan para construir la cartera dependen
del tipo de inversor y del objetivo del mismo.
La Teor´ıa de Seleccio´n de Carteras se situ´a dentro del conjunto “Strategic As-
set Allocation” que viene a ser una mejora del me´todo primitivo “Asset Allocation”
1Mercado bursa´til: La palabra bursa´til proviene del lat´ın bursa que significa “Bolsa”. En este mercado, depen-
diendo de la Bolsa en cuestio´n, se realizan intercambios de productos o activos de naturaleza similar, por ejemplo,
en las Bolsas de valores se realizan operaciones con t´ıtulos valores como lo son las acciones, los bonos, los t´ıtulos
de deuda pu´blica, entre otros, pero tambie´n existen Bolsas especializadas en otro tipo de productos o activos. Este
mercado esta´ relacionado con las operaciones o transacciones que se realizan en las diferentes Bolsas alrededor del
mundo.
2Cartera de inversio´n: Combinacio´n de activos financieros de los que se desea obtener un beneficio a corto o largo
plazo.
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en el que se invert´ıa una parte de los activos en bonos, otra en liquidez y otra en
acciones, de forma equitativa. En 1952 aparece el inicio del desarrollo de la teor´ıa
de seleccio´n de carteras en Markowitz (1952), que se mejoro´ y completo´ con las
ideas posteriores de los trabajos Sharpe (1964) y Litner (1965) que constituyen el
denominado “Portfolio Theory”, Markowitz (1999). Hoy en d´ıa se siguen utilizando
en la pra´ctica estos modelos con modificaciones. Actualmente en la literatura espe-
cializada siguen apareciendo modelos de optimizacio´n de carteras ma´s sofisticados
y ma´s generales, combinando la optimizacio´n esta´tica o dina´mica con los procesos
estoca´sticos, el ana´lisis multivariante o las series temporales.
En este trabajo nos centraremos en ana´lisis cuantitativos u´nicamente, dejando de
lado los ana´lisis fundamentalistas, basados en la historia macroecono´mica del mer-
cado y de cada empresa en cuestio´n. El ana´lisis propuesto se basa en las cotizaciones
de las 35 empresas que componen el IBEX-35, el ı´ndice de la Bolsa espan˜ola con
mayor volumen. Esta´ compuesto por las empresas de diferentes sectores del pa´ıs
con mayor liquidez que cotizan en el Sistema de Interconexio´n Bursa´til de la Bolsa
Espan˜ola (SIBE). La relacio´n completa de las empresas del IBEX-35 en el periodo
de nuestro estudio se puede consultar en la Tabla 6 (Anexo). En los u´ltimos an˜os
el ı´ndice ha estado en continuo crecimiento partiendo de los 5800 puntos en julio de
2012 hasta superar los aproximadamente 11000 actuales. La composicio´n del mismo
es variable. Por ejemplo, la composicio´n de julio de 2015 actual ya difiere de la
analizada, lo cual tendr´ıa que tenerse en cuenta desde el punto de vista del inversor.
Entre las ma´s importantes, respecto a volumen, esta´n Banco Santander, Telefo´nica,
Inditex, Iberdrola y BBVA. Sin embargo, no por ser las ma´s destacadas son las ma´s
interesantes para el inversor. Es ma´s, se confirmara´ a lo largo del estudio que efecti-
vamente esto no ocurre.
El desarrollo del trabajo se indica a continuacio´n. Para comenzar, en la Seccio´n
2, despue´s de realizar la captura de datos, se hara´ un ana´lisis descriptivo de las series
de cotizaciones de las empresas del IBEX-35 desde 2012 a la actualidad, observando
los posibles valores at´ıpicos y valores missing. En caso de hallar observaciones que
fluctu´en sobre umbrales extremos se procedera´ a un ana´lisis histo´rico de la misma.
En caso de encontrar valores missing se calcula el promedio entre el u´ltimo d´ıa del
cual se tiene informacio´n y del inmediatamente posterior. Una vez compuesto el data
set, en la Seccio´n 3, se aplicara´n diferentes te´cnicas de optimizacio´n. Comenzaremos
recordando el modelo ba´sico de optimizacio´n de carteras en el que objetivo del inver-
sor es hallar la cartera de mı´nimo riesgo entre todas las que tienen una rentabilidad
de al menos un valor prefijado. Matema´ticamente es un problema de programacio´n
cuadra´tica con restricciones y un so´lo valor objetivo: minimizacio´n de la varianza
fijada una rentabilidad mı´nima. Como siguiente paso del trabajo, se considera el
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modelo de Markowitz que pretende obtener la cartera o´ptima en el sentido prece-
dente, pero para cada valor prefijado de rentabilidad. Es decir, infinitas carteras,
que denominaremos eficientes. Te´cnicamente, ahora es un problema de optimizacio´n
biobjetivo, que como tal no tiene solucio´n, pero utilizando el enfoque de las restric-
ciones o el de las ponderaciones tiene solucio´n en te´rminos de eficiencia en lugar de
optimalidad. Todas las soluciones constituyen la frontera eficiente de rentabilidad-
riesgo, que se obtiene y se analiza, localizando algunas carteras notables de la misma.
Una de las cuestiones ma´s interesantes que se aborda en este trabajo es el efecto de
la modificacio´n de la definicio´n del riesgo sobre las carteras eficientes de inversio´n.
Por ello, a continuacio´n, se comenzara´ cambiando la estimacio´n cla´sica de la matriz
de varianzas-covarianzas por una estimacio´n robusta con el llamado Algoritmo FAST
MCD; ve´ase Rousseeuw and K. Van Driessen (1999). Como siguiente punto en la
modificacio´n del riesgo, se da una medida del riesgo teniendo en cuenta tan solo las
observaciones que fluctu´an por debajo de cierto umbral, que en este caso se tomara´
la media de los retornos. De esta forma se consigue dar una medida del “riesgo
negativo” para el inversor. Adema´s se plantea un ana´lisis dina´mico de la frontera
eficiente de Markowitz obtenida observando la evolucio´n de la misma al ir obteniendo
nuevas observaciones que an˜aden informacio´n diaria a nuestro conjunto de datos. En
la Seccio´n 4, se comparan las carteras entre s´ı, y con el ı´ndice IBEX-35, analizando
el riesgo sistema´tico de cada una de ellas. Por u´ltimo en la Seccio´n 5, el trabajo
justifica las herramientas de software utilizadas. Se finaliza con unas conclusiones
sobre los resultados obtenidos y se plantean posibles futuras extensiones del mismo.
2 Ana´lisis descriptivo
En este apartado nos ocupamos de realizar un ana´lisis descriptivo de los datos
histo´ricos de cotizaciones, como paso previo a abordar los problemas de optimizacio´n
de carteras. Se dispone de 785 observaciones correspondientes a las cotizaciones en
euros por accio´n de las empresas del IBEX-35 entre las fechas: 2 de enero de 2012 a
2 de enero de 2015, aproximadamente 3 an˜os. Los valores se extraen a trave´s de la
funcio´n get.hist.quote() con el paquete de R tseries que nos permite descargar direc-
tamente los precios desde la pa´gina web Yahoo Finance. Cada serie de empresa que
cotiza tiene su s´ımbolo identificativo u´nico con el que se puede obtener los valores
a la apertura (“Open”), ma´ximo del d´ıa (“High”), mı´nimo (“Low”), valor al cierre
(“Close”), valor ajustado al cierre (“AdjClose”) y volumen (“Volume”). En este caso
so´lo nos interesa la serie “AdjClose”, que se corresponde al valor del activo al cierre
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
2 ANA´LISIS DESCRIPTIVO 10
de la jornada ajustado por dividendos3 y splits4. En este trabajo se empleara´n los
s´ımbolos como identificador de cada activo. En el anexo, se encuentra la Tabla 6 de
equivalencias entre el s´ımbolo y el nombre completo de cada empresa.
Existen diferente formas de calcular los rendimientos de un activo. En concreto
en este trabajo se han calculado como retornos nominales, Rj para j = 1, ..., 35, con:
Rj(t) = Pj(t)/Pj(t− 1),
donde Pj(t) es la cotizacio´n de la empresa j en el instante t, para t = t1, ..., t785 =
T , con t1 = 02/01/2012, T = 02/01/2015.
Mostramos a continuacio´n como ejemplo el aspecto de la serie de cotizaciones del
Banco BBVA y la de sus correspondientes retornos.
3Dividendo: Es la retribucio´n a la inversio´n que se otorga en proporcio´n a la cantidad de acciones pose´ıdas con
recursos originados en las utilidades de la empresa durante un periodo determinado y podra´ ser entregado en dinero
o en acciones.
4Split: Aumento del nu´mero de acciones en circulacio´n de una emisora sin variar el importe de su capital social
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El subplot superior, muestra los precios de las cotizaciones de la empresa BBVA.
Se observa una tendencia alcista desde julio de 2012 hasta enero de 2014. A partir
de entonces los valores se estabilizan detecta´ndose un principio bajista en el u´ltimo
trimestre de 2014. El subplot de retornos, indica grandes oscilaciones y por tanto
mayor volatilidad de la serie durante 2012, mostrando una gran heterocedasticidad
desde enero a julio de de este mismo an˜o. La variacio´n se mantiene estable entre
los valores 1.05 y 0.95 hasta finales de 2014, donde la heterocedasticidad vuelve a
aparecer, aunque en menor medida, a favor de los valores bajistas, como se observaba
en la serie.
Tras ver un ejemplo sobre la relacio´n entre una serie de precios y sus correspon-
dientes retornos, visualizamos el conjunto de todas las series, para tener una pers-
pectiva del universo de datos con el vamos a trabajar.
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Plot 1: Series de precios de las 35 empresas del IBEX
Tenemos las series de las cotizaciones de todas las empresa que durante el periodo
tomado forman parte del IBEX 35. En primer lugar se aprecian diferencias en el
volumen de los precios de cada empresa. ANA por ejemplo, tiene unos precios de
cotizacio´n muy altos comparados con los de ABG o BKT. Se ha de tener en cuenta
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que trabajamos con los close ajustados por dividendos y splits, es decir, los valores
reales de compra y venta de la accio´n sera´n otros, sin embargo desde el punto de vista
del ana´lisis del histo´rico a tres an˜os es necesario trabajar con los datos ajustados.
En el plot tambie´n se visualiza las diferentes volatilidades de cada serie. Sea por
ejemplo BKIA, una serie muy vola´til frente a TRE o TEF, cuyos valores son muy
estables en todo el tramo de estudio.
2.1 Rentabilidades y riesgos
El estudio de la rentabilidad y del riesgo es muy importante en el contexto. Ex-
isten diversas formas de obtenerlas. Para la rentabilidad el estad´ıstico ma´s utilizado
es el promedio de los retornos diarios de cada serie. Tambie´n podr´ıa calcularse la
rentabilidad en tramos concretos de tiempo, o extrapolar el dato diario a anual,
multiplicando por el nu´mero de d´ıas naturales de un an˜o (se suele tomar un valor
esta´ndar de 252 d´ıas o 261, de modo arbitrario).
Se calculan la rentabilidades medias diarias de cada serie como:
rj = E(Rj) =
1
T
∑T
t=1Rj(t),
para j = 1, ..., 35, donde T es el valor temporal ma´ximo, en este caso 02/01/2015.
Para el caso del riesgo, el abanico de posibilidades aumenta. El riesgo trata de dar
una medida de la variabilidad de la serie. El concepto de variabilidad, en estad´ıstica,
corresponde a una medida sobre la desviacio´n de la observacio´n respecto de la media,
sin embargo en el a´mbito financiero puede interesar el medir solamente la desviacio´n
negativa respecto a la media o respecto a otro valor umbral que se fije. Incluso en
ocasiones se considera la reinversio´n en la serie, luego de ocurrir oscilaciones nega-
tivas en la misma no tendr´ıan porque´ formar parte del riesgo. En resumen, existen
muy diversas formas de dar esta medida. En este trabajo se estudian algunas de
ellas, empezando por la ma´s cla´sica: la varianza.
σ2j = V ar(Rj) =
1
T
∑T
t=1(Rj(t)− rj)2,
para j = 1, ..., 35,
La medida del riesgo se modificara´ ma´s adelante, analizando las ventajas y desven-
tajas que aporta cada alternativa. A continuacio´n, la Tabla 1 muestra las rentabili-
dades y riesgos de cada serie de retornos de las empresas del IBEX.
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Rentabilidad Riesgo
ABE 1.00069 0.00018
ABG.P 1.00034 0.00122
ACS 1.00071 0.00043
AMS 1.00140 0.00016
ANA 1.00021 0.00055
BBVA 1.00058 0.00038
BKIA 0.99864 0.00848
BKT 1.00099 0.00077
BME 1.00095 0.00024
CABK 1.00060 0.00043
DIA 1.00084 0.00029
ELE 1.00181 0.00132
ENG 1.00107 0.00018
FCC 1.00031 0.00081
FER 1.00102 0.00019
GAM 1.00160 0.00095
GAS 1.00091 0.00024
GRF 1.00136 0.00028
IAG 1.00182 0.00046
IBE 1.00046 0.00026
IDR 1.00020 0.00049
ITX 1.00123 0.00024
JAZ 1.00168 0.00032
MAP 1.00059 0.00044
MTS 0.99966 0.00043
OHL 1.00026 0.00037
POP 0.99941 0.00072
REE 1.00131 0.00022
REP 0.99989 0.00035
SAB 1.00011 0.00058
SAN 1.00080 0.00034
SCYR 1.00024 0.00118
TEF 1.00016 0.00021
TL5 1.00132 0.00048
TRE 1.00059 0.00023
Tabla 1: Rendimientos y riesgos esperados de cada activo
TL5 y TEF son dos importantes compan˜´ıas en el ı´ndice bursa´til. Se podr´ıan
comparar en cuanto a rentabilidades, siendo TL5 la ma´s recomendable en este as-
pecto, aunque con un riesgo tambie´n mayor. Destacamos tambie´n MTS, por su baja
rentabilidad en el periodo considerado y riesgo relativamente elevado. La serie de
BKIA es un caso especial, debido a la gran volatilidad que presenta en el primer
cuatrimestre de 2013. A partir de entonces los retornos se estabilizan sin embargo la
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varianza de la serie es claramente mayor al resto y se prescinde de ella en la mayor´ıa
de los gra´ficos en los que se representa el riesgo.
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Plot 2: Serie de retornos de BKIA.
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Plot 3: Box-plots de las series de retornos
En el Plot 3 se visualizan las anteriores conclusiones. Las rentabilidades medias
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de cada serie son muy similares entre s´ı, sin embargo la varianza es muy diferente.
Asimismo, las series ABG, ELE, GAM y SCYR tienen una oscilacio´n mayor al resto.
TL5, es un caso intermedio, junto con ANA, BKT, IAG y POP. Entre las de menor
variabilidad se encuentran ABE, ENG o FER. Por otro lado, se tienen representados
como puntos los datos ma´s at´ıpicos de las series. En este contexto destacar´ıan las
series de BKT, ABG o ELE, pues presentan valores muy extremos.
2.2 Correlaciones
La matriz de correlaciones de las series de retornos muestra la relacio´n entre las
diferentes series para igual momento de tiempo (no se tiene en cuenta la posible
relacio´n de transferencia o autocorrelacio´n entre ellas). La correlacio´n entre dos se-
ries de retornos Ri, Rj se define como:
Corr(Ri, Rj) =
σ2ij
σiσj
,
donde σ2ij es la covarianza entre las series de retornos Ri y Rj, σi es la desviacio´n
t´ıpica de la serie Ri y σj es la desviacio´n t´ıpica de la serie Rj, para todo i, j = 1, ..., 35.
La covarianza se calcula de la forma siguiente:
σ2ij = Cov(Ri, Rj) =
1
T
∑T
t=1(Ri(t)− ri)(Rj(t)− rj),
para todo i, j = 1, ..., 35.
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Plot 4: Plot de correlaciones entre series de retornos
El Plot 4 muestra las correlaciones entre las series de retornos. El color ma´s
oscuro se corresponder´ıa con valores ma´s pro´ximos a 1 (correlacio´n ma´xima) y ma´s
claro, correlacio´n nula. No hay correlaciones negativas. La matriz de correlaciones
se presenta en las Tablas 7 y 8 del anexo. Destaca la alta correlacio´n entre el BBVA
y el Banco Santander (0.941), as´ı como SAN, IBE, TEF y BBVA que tienen una
correlacio´n mayor a 0.80. Tambie´n cabe resaltar la correlacio´n pra´cticamente nula
de BKIA con el resto de series, que como sab´ıamos tiene un comportamiento bastante
diferente al resto.
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3 Optimizacio´n de carteras
Como se ha comentado anteriormente la optimizacio´n de carteras pretende diver-
sificar la inversio´n para reducir el riesgo. Las variables de decisio´n del problema de
optimizacio´n xj sera´n por tanto las proporciones de riqueza invertidas en la empresa
j, j = 1, ..., n. Denotamos por x = (x1, ..., xn) la cartera de inversiones, en nuestro
caso n = 35. Se supone
∑n
j=1 xj = 1, xj ≥ 0, j = 1, ..., n. Ahora extendemos los
conceptos anteriores de riesgo y rendimiento a las carteras.
El rendimiento de la cartera x es
R(x)=
∑n
j=1 xjRj,
mientras que el rendimiento esperado
r(x)=E(R(x))=
∑n
j=1 xjrj,
y el riesgo de la misma es
σ2(x) = V ar(R(x)) = E(R(x)− r(x))2.
Definimos tambie´n el Ratio de Sharpe,
SR(X) = (r(x)-r0)/σ(x),
donde r0 es el tipo de intere´s tomando como referencia el valor medio de las letras
del tesoro a 3 meses en [t1, T ].
Por ejemplo, podr´ıa plantearse la cartera equiponderada con 100%/35 = 2.86%
de inversio´n en cada empresa. Su rendimiento diario ser´ıa 1.001679, es decir, ten-
dr´ıamos un ganancia diaria del 0.17% y 42.31% anual. El riesgo de la misma se
situar´ıa entorno a 0.0698%.
En esta seccio´n plateamos el modelo de Markowitz con varias alternativas en la
definicio´n de riesgo y mostramos como implementar la Frontera Eficiente dina´mica.
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3.1 Modelo Ba´sico
En el modelo ba´sico se pretende fijar una rentabilidad mı´nima para la cartera x
tratando de minimizar el riesgo de la misma. Las variables de decisio´n xj, adema´s de
las restricciones mencionadas anteriormente, debera´n cumplir
∑n
j=1 rjxj ≥ k, donde
k es la rentabilidad mı´nima fijada que se desea obtener. El modelo proporciona la
cartera de menor riesgo entre las que tienen una rentabilidad ≥ k. El objetivo del
problema es minimizar el riesgo. Matema´ticamente se expresa como:
min σ2(x) = 1
T
∑T
t=1(
∑n
j=1 xj(Rj(t)− rj))2,
s.a. :
∑n
j=1 rjxj ≥ k,∑n
j=1 xj = 1,
xj ≥ 0, j = 1, ..., n
Aplicamos la funcio´n solve.QP() del paquete quadprog5 de R, tanto en este apartado
como en los posteriores, para llevar a cabo la optimizacio´n. La cartera resultante es
la que se expone a continuacio´n.
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Plot 5: Portfolio o´ptimo de Mı´nima Varianza para k=1.0014
5Ve´ase http://cran.r-project.org/web/packages/quadprog/quadprog.pdf
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Con la cartera o´ptima del modelo ba´sico se invertir´ıa de forma repartida entre
12 empresas. ENG, MTS, TEF y TRE tienen un mayor peso en la composicio´n de
la misma. El rendimiento anual de la cartera es 0.0014 ∗ 252 = 0.3528, es decir un
35.28% de ganancia sobre el dinero que se invierta. El riesgo al que se esta´ expuesto,
fijado k=1.0014, 9.212 ∗ 10−5. Es decir, por ejemplo, si invirtie´ramos 1000 euros en
un per´ıodo de un an˜o (252 d´ıas de cotizacio´n) obtendr´ıamos una ganancia de 352.80
euros. Veamos el movimiento de los pesos al modificar el rendimiento mı´nimo que se
pretende alcanzar, aumenta´ndolo desde k=1.0014 a k=1.0018 de forma gradual. Se
representa en el Plot 6.
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Plot 6: Portfolio o´ptimo de Mı´nima Varianza modificando rendimiento mı´nimo
Al aumentar el valor de k, los activos en los que invertir var´ıan, es decir, var´ıa
la cartera o´ptima. Para un rendimiento del 35.28% anual (k=1.0014) la cartera esta´
compuesta por 8 activos, destacando la inversio´n en AMS. Sin embargo al aumentar
el rendimiento de la cartera, se reduce el nu´mero de componentes. Es el caso de la
cartera con mayor rendimiento, 45.36% anual, que so´lo esta´ formada por ELE, IAG
y JAZ, siendo muy alto (73%) el porcentaje de la inversio´n en JAZ. El riesgo que
se asume tambie´n aumenta considerablemente, puesto que estamos diversificando
menos.
Veamos co´mo var´ıan los riesgos para los distintos rendimientos:
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Plot 7: Variacion de los riesgos segu´n el cambio de rendimientos
Como muestra el Plot 6, al aumentar el rendimiento del 35.28% anual al 40.32%,
se esta´ incrementando el riesgo a correr en un 0.005% diario, es decir 252 ∗ 0.005% =
1.26% anual. Si quisie´ramos el mayor rendimiento tendr´ıamos que asumir un riesgo
anual del 8.32% cuando con k=1.0004 so´lo se ten´ıa el 2.4%.
El movimiento del valor de k entre 0 e∞ dar´ıa lugar a la frontera eficiente, es decir,
a infinitas soluciones o´ptimas para cada k que llamamos eficientes. Lo analizamos en
la siguiente seccio´n con el me´todo equivalente de las ponderadas.
3.2 Modelo de Markowitz
Con el modelo ba´sico se ha fijado la rentabilidad mı´nina, que en el problema
matema´tico se ha inclu´ıdo como restriccio´n, pero si consideramos todos los problemas
variando k podr´ıa incluirse en la funcio´n objetivo. Es el me´todo de las ponderaciones
en programacio´n multiobjetivo. De esta forma, se tendr´ıa como funcio´n objetivo a
minimizar simulta´neamente el valor opuesto de la rentabilidad y el riesgo. Este
modelo es conocido como el modelo de Markowitz. En la funcio´n objetivo se suele
an˜adir un para´metro µ ≥ 0 que regula el peso del riesgo. La estructura del mismo
es la siguiente:
min µσ2(x)− r(x) = µ 1
T
∑T
t=1(
∑n
j=1 xj(Rj(t)− rj))2 −
∑n
j=1 xjrj,
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s.a. :
∑n
j=1 xj = 1,
xj ≥ 0, j = 1, ..., n
El problema tiene infinitas soluciones. Todas ellas forman la que se conoce como
Frontera Eficiente. En dicha frontera cada una de las carteras es o´ptima para el
inversor, no pudiendo ser de mayor rentabilidad y menor riesgo simulta´neamente
alguna situada fuera de la misma. No obstante, en Teor´ıa de Carteras suele existir
intere´s por tres de ellas principalmente: la cartera eficiente de ma´xima rentabilidad
(µ = 0), la de mı´nimo riesgo (µ = ∞) y aquella con Ratio de Sharpe ma´s alto,
taomand r0 = 1.000679
Las carteras eficientes se encuentran en la Tabla 9 del anexo correspondiente al
resultado de la optimizacio´n segu´n el valor de µ.
Las tres carteras notables se representan en el siguiente gra´fico (Plot 8):
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Plot 8: Portfolios o´ptimos de Markowitz Cla´sico
Como cartera de rendimiento ma´ximo, dado que el riesgo apenas se esta´ teniendo
en cuenta (µ = 0) el peso se concentra en un 100% en IAG, la empresa con mayor
rentabilidad. Sin embargo dando mayor importancia al riesgo, elevando el valor de µ,
inmediatamente se diversifica la cartera. En concreto cuando el riesgo se minimiza lo
ma´ximo posible, el nu´mero de activos es 11, con AMS y ENG como empresas sobre
las que ma´s se invierte, por ser aquellas con menor riesgo. Una cartera intermedia
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muy importante es la de Ratio de Sharpe ma´ximo, formada por MAS, GRF, IAG,
JAZ y REE, con pesos muy similares entre s´ı.
A continuacio´n se representa la frontera eficiente con la situacio´n de cada empresa
en un plot del riesgo frente al rendimiento (Plot 9).
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Plot 9: Frontera eficiente de Markowitz
En el plot tambie´n se representa la posicio´n de cada empresa con taman˜o propor-
cional a su rendimiento. Cada uno de esos 35 puntos es una cartera con el 100% de
inversio´n en una sola empresa. Ninguna es eficiente, excepto la de IAG. Las empresas
con mayor rentabilidad son GAM, ELE, IAG y JAZ, sin embargo las dos primeras
tambie´n tienen un riesgo muy elevado por ello no forman parte de ninguno de los
tres portfolios principales. La cartera de Ratio de Sharpe ma´ximo, se situ´a en la
parte central de la frontera eficiente a diferencia de las de mı´nimo riesgo y ma´ximo
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rendimiento que esta´n en los extremos. En concreto, AMS con una gran rentabilidad
se situ´a pra´cticamente limitando con la del Ratio de Sharpe ma´ximo, de ah´ı que sea
la que ma´s representatividad tenga en dicha cartera. Por otra parte, las empresas
con menor riesgo, son las ma´s pro´ximas al eje OY , donde el riesgo se hace mı´nimo.
El resto de activos tendr´ıan alto riesgo y baja rentabilidad, por ello no es conveniente
incluirlos en la inversio´n. Como ejemplos ma´s extremos tenemos SCYR o ABG.
3.3 Modelo de Markowitz - MCD
En el ana´lisis descriptivo de las series de retornos encontra´bamos varios casos de
observaciones at´ıpicas que podr´ıan no ser relevantes y estar distorsionando la cartera
o´ptima. Se propone por tanto en este apartado la eliminacio´n de dichas observaciones
para evitar la posible influencia de las mismas. Buscamos un me´todo robusto para
la estimacio´n del riesgo a minimizar. El propuesto es el me´todo de Determinante de
Covarianza Mı´nimo o MCD que es una te´cnica de estimacio´n a trave´s de la cual se
eliminan las observaciones localizadas lejos de la nube de puntos, ve´ase con excesiva
volatilidad. El algoritmo inicial fue mejorado por Rousseeuw y Van Driessen (1999),
quienes sugieren que una vez seleccionado el subconjunto de observaciones sobre las
que calcular el determinante de la matriz de covarianzas, se trace el elipsoide en di-
cho subconjunto de forma que el determinante se calcule sobre una matriz de menor
taman˜o. En concreto el algoritmo es el siguiente:
1. Elegir un h entre [(n+p+1)/2] y n, donde n es el nu´mero total de observaciones
y p el nu´mero de variables.
2. Encontrar el h < n observaciones con el con la matriz cla´sica de covarianzas de
menor determinante.
H0 = argminHdet(cov(xi|iH))
3. µ0 es la media de las h observaciones
µˆ0 = 1/n
∑
iH0 xi
4. La matriz de covarianzas con las h observaciones multiplicada por un factor de
consistencia c0 es:
Σˆ0 = c0cov(xi|iH0)
5. Se calculan las distancias robustas iniciales segu´n las distancias de Mahalanobis
definidas como:
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di = D(xi, µˆ0, σˆ0) =
√
(xi − µˆ0)′Σˆ−10 (xi − µˆ0)
6. Se asigna peso wi = 0 si di >
√
(χ2p,0.975), en otro caso wi = 1.
7. Se computa la media y la matriz de covarianzas ponderadas con los pesos wi.
8. Se computan las distancias robustas finales y se asignan nuevos pesos hasta que
la tolerancia sea menor a cierto umbral.
Este algoritmo esta´ implementado en la funcio´n cov.rob() de la librer´ıa MASS de
R, aunque existen otras librer´ıas mas espec´ıficas como robust6.
Veamos en el Plot 10 co´mo ha variado nuestra nube de puntos. Dado que la di-
mensio´n del conjunto es 35 aplicamos un ana´lisis de componentes principales para
visualizar el efecto del me´todo robusto.
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Plot 10: PCA sobre series de retornos: No Robusto Vs. Robusto
La primera componente principal recoge un 38.6% de la informacio´n global. La
siguiente componente, que se representa en el eje OY describe un 26% del conjunto
de datos, es decir, entre el plot bidimensional explica un 68.8% de la varibilidad.
La elipse que engloba la nube de puntos total es muy amplia y no se adapta a la
6Ver http://www.inside-r.org/node/71589
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concentracio´n de observaciones, sino que recoge los puntos ma´s alejados. El me´todo
robusto supone una buena alternativa en cuanto a resumen de la localizacio´n de los
datos. Tras esta visualizacio´n realizamos la optimizacio´n correpondiente del modelo.
En las Tablas 10 y 11 del anexo se tienen las correlaciones entre series tras aplicar
este modelo. A continuacio´n, en la Tabla 12, se muestran los resultados de la frontera
eficiente calculada mediante estimacio´n robusta.
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Plot 11: Portfolios o´ptimos de Markowitz con MCD
El Plot 11 recoge la composicio´n de las 3 carteras notables. De nuevo, se tiene la
cartera de rendimiento ma´ximo formada por un so´lo activo: IAG. Asimismo al haber
eliminado las observaciones ma´s alejadas, se ha reducido la varianza general de las
empresas luego la cartera de mı´nimo riesgo estara´ formada por un mayor nu´mero de
activos, en concreto 13, con unos pesos muy repartidos. Respecto a la de ma´ximo
Ratio de Sharpe, destaca REE que representa mas de un 25% de la misma.
Veamos co´mo var´ıa la frontera eficiente respecto a la obtenida en el caso no robusto
en el Plot 12.
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Plot 12: Frontera eficiente de Markowitz con MCD
Respecto al plot de la frontera eficiente anterior ahora los grupos de activos se
encuentran ma´s separados segu´n la cartera de la que forman parte. El me´todo MCD
por tanto resulta de intere´s si queremos una mayor discriminacio´n entre las princi-
pales carteras posibles. La empresa ELE ha pasado de situarse en el extremo del eje
OX a una posicio´n ma´s cercana a la Frontera Eficiente. Recordamos co´mo en el Plot
2 esta empresa era la que ma´s datos at´ıpicos mostraba.
Es interesante la comparacio´n del riesgo aplicando este modelo frente al anterior.
Veamos el siguiente gra´fico.
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Plot 13: Riesgos de carteras notables con estimacio´n robusta y no robusta
En el Plot 13 se representan los riesgos de cada cartera segu´n sea la matriz de
covarianzas calculada por estimacio´n robusta. Se aprecia que los riesgos son ligera-
mente menores con este segundo me´todo lo cual es beneficioso para el inversor.
Veamos en el Plot 14 co´mo reaccionan los rendimientos. Se toman rendimientos
netos, es decir, se ha restado una unidad para hacer la comparativa ma´s sencilla.
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Plot 14: Rendimientos de carteras notables con estimacio´n robusta y no robusta
La disminucio´n del rendimiento tambie´n se hace notoria, en especial para la cartera
de mı´nimo riesgo. La pe´rdida de las rentabilidades en los otros dos casos es de un
0.02% y un 0.03% diario, lo que supone una pe´rdida anual de 0.02% ∗ 252 = 5.04%
y un 7.56%. El MCD corrige la posicio´n de las carteras eficientes y de las empresas
en ellas. Globalmente el riesgo disminuye, pero tambie´n el rendimiento, haciendo
ambos ma´s realistas.
3.4 Modelo de Markowitz - Semivarianza
La medida del Ratio de Sharpe puede no ser o´ptima a la hora de evaluar de forma
eficiente las verdaderas pe´rdidas de un activo. Esta variabilidad negativa puede ser
medida a trave´s de las distribuciones de los retornos, o bien, con el valor del Sortino
(2001). Frank Sortino da una gran importancia a introducir en el modelo las prefer-
encias del inversor incorporando el concepto de downside risk, con el que se fija un
retorno mı´nimo llamado MAR (Minimal Acceptable Rate of return), de forma que
todo valor por encima del umbral, es “buena volatidad” y todo valor del retorno por
debajo, es “mala volatilidad”. As´ı, en la funcio´n objetivo, en vez de minimizar el
riesgo, se minimiza el riesgo “malo”, es decir
σ2semi−ij = Covsemi(Ri, Rj) =
1
T
∑T
t=1(R
MAR
i (t)− rMARi )(RMARj (t)− rMARj ),
donde RMARk (t) es el retorno de la serie k en el instante t si Rk(t) < rk, en
cualquier otro caso: RMARk (t) = rk y r
MAR
k la media de R
MAR
k (t) en los instantes t,
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para k = i, j, con i, j = 1, ..., 35. Es decir,
rMARk = E(R
MAR
k ) =
1
T
∑T
t=1R
MAR
k (t),
donde
RMARk (t) =
{
Rk(t) : Rk(t) < rk
rk(t) : Rk(t) ≥ rk
para k = 1, ..., 35, donde T es el valor temporal ma´ximo, en este caso 02/01/2015.
En la semivarianza, el valor del denominador n se toma por convenio como el
nu´mero total de observaciones7. Dicho n es el nu´mero de observaciones por debajo
de la media.
Los pesos asignados a cada una de las tres carteras notables de la frontera eficiente
a analizar se exponen en el Plot 15.
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Plot 15: Portfolios o´ptimos de Markowitz con Semivarianzas
En este caso, la cartera de ma´ximo rendimiento vuelve a estar formada por el
activo IAG, de mayor valor retorno promedio 1.0018219 o 45.91% anual. La cartera
de RS ma´ximo, esta´ formada por los mismos activos que la de riesgo mı´nimo, sin
7http://cran.r-project.org/web/packages/PerformanceAnalytics/PerformanceAnalytics.pdf, DownsideDeviation
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
3 OPTIMIZACIO´N DE CARTERAS 30
embargo, con un nu´mero menor de activos. Por tanto las proporciones a invertir
sera´n mayores. Es el caso por ejemplo, de JAZ y REE que aumenta de una cartera
a otra una presentatividad del 10% en la misma.
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Plot 16: Frontera eficiente de Markowitz - Semivarianza
La diversificacio´n de los activos en cuanto al riesgo medido a trave´s de la semivar-
ianza, es decir teniendo en cuenta solamente la “volatidad mala”, es clara en cuanto
a la separacio´n de los puntos de la frontera (Plot 16). La rentabilidad posible a
obtener con la cartera de ma´ximo rendimiento se mantiene, sin embargo la de mı´n-
imo riesgo ha pasado de ser 0.046% con el me´todo cla´sico, a 0.042% con el me´todo
MCD a 0.016% con la u´ltima te´cnica. La mejora es clara, sin embargo se deben de
tener en cuenta todas las consideraciones referidas a cada me´todo. El rendimiento
obtenido no var´ıa respecto a la aplicacio´n cla´sica del modelo de Markowitz con un
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0.18% ganancia diaria o sea, un 45.36% anual.
Cada modelo es por s´ı mismo una mejora respecto al modelo de Markowitz, inde-
pendientemente de la rentabilidad o riesgo que se llegue a obtener.
3.5 Modelo de Markowitz - Frontera Dina´mica
Para todos los modelos analizados hasta el momento se ha tomado una ventana
temporal fija. Sin embargo, en el mercado bursa´til el inversor suele actualizar su
cartera con una frecuencia pra´cticamente diaria, segu´n vayan oscilando los precios
de las cotizaciones de las empresas, incluso teniendo en cuenta la propia variacio´n
del ı´ndice. Resulta de intere´s por tanto analizar la evolucio´n de la frontera eficiente
al incluir movimiento en la misma, es decir, al representarlo de manera dina´mica.
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Plot 17: Frontera Eficiente Dina´mica
Se ha representado en el Plot 17 la frontera eficiente con el modelo de Markowitz
cla´sico teniendo en cuenta la variacio´n de la misma al an˜adir informacio´n. Es decir,
se calcula la frontera inicial con las 120 primeras observaciones. La siguiente, se cal-
cula con las 121 primeras y as´ı sucesivamente hasta llegar a la u´ltima que equivale a
la ya representada en la Seccio´n 3.1. Cada color representa el an˜o al que pertenecen
las u´ltimas observaciones an˜adidas a las fronteras, con lo que se tienen 261 l´ıneas de
cada color, excepto 2012 y 2015, que solo se cuenta con una parte de los mismos. Lo
primero que llama la atencio´n es el despunte del riesgo a finales de 2013 (las l´ıneas
azules se visualizan de forma tenue bajo las verdes) y todo 2014. Adema´s la frontera
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va disminuyendo el rendimiento a medida que se obtienen nuevas observaciones di-
arias y aumentando el riesgo hasta superar los 0.0014 puntos.
Para la ejecucio´n del gra´fico, se han optimizado an˜adiendo nuevas observaciones
al dataset tras haber fijado una inicial, sin embargo en finanzas es comu´n el ana´lisis
de la evolucio´n de la serie eligiendo una ventana fija en vez de fijar un origen. Esta
te´cnica se conoce como Rolling y consiste en hacer un barrido progresivo a lo largo
de la serie. Como es de esperar, el taman˜o de la ventana que se elija influira´ en
los resultados. En este caso se toma una ventana de 6 meses = 126 d´ıas. La figura
resultante se representa en el Plot 18.
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Plot 18: Frontera Eficiente Dina´mica - Rolling 6 meses
Se ve que al tener en cuenta los periodos de 6 meses por separado (es decir, sin
acumular las observaciones anteriores), el riesgo y el rendimiento de las carteras efi-
cientes var´ıa de forma diferente. Concretamente, las variaciones puntuales, en la
ventana escogida, en 2012 son mucho mayores que las que se producen en otros an˜os.
El perfil de estas carteras llega a superar el 0.3% de riesgo, mientras que en 2013
o 2014, no llega al 0.1%. El rendimiento, es mucho mayor en 2013 (azul) la mayor
parte del tiempo aunque existan tramos donde el riesgo se dispare para µ = 0. Los
portfolios de 2013 son los de menor riesgo y con rendimientos que superan el 0.5%
diario, o sea un 126% anual.
Como vemos, segu´n el per´ıodo de datos histo´ricos que se tome, tanto las carteras
eficientes como las conclusiones que se obtienen pueden ser muy diferentes. Por ello
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se han de tener en cuenta todos los para´metros posibles as´ı como un objetivo claro
en la inversio´n, para poder escoger la estrategia ma´s conveniente.
4 Contraste de carteras
En esta seccio´n se pretende comparar los distintos modelos expuestos hasta el
momento a trave´s de la visualizacio´n gra´fica y la comparacio´n del riesgo espec´ıfico
de algunas carteras eficientes.
4.1 Carteras aplicadas
Se crean ocho series temporales correspondientes a los siguientes cuatro modelos:
1) Modelo Ba´sico (k=1.0014), 2) Modelo de Markowitz, 3) Modelo con matriz de
covarianzas estimada de forma robusta y 4) Modelo con semivarianzas.
La series de cada modelo son las siguientes:
1. Modelo Ba´sico: 0.334∗AMS+ 0.006∗BME+ 0.144∗ENG+ 0.110∗GRF +
0.067 ∗ IAG+ 0.067 ∗ ITX + 0.175 ∗ JAZ + 0.097 ∗REE
2. Modelo de Markowitz
(a) Rendimiento Ma´ximo: 1 ∗ IAG
(b) Riesgo Mı´nimo: 0.272 ∗ AMS + 0.087 ∗ BME + 0.016 ∗ DIA + 0.220 ∗
ENG+ 0.028 ∗FER+ 0.094 ∗GRF + 0.063 ∗ ITX + 0.097 ∗ JAZ + 0.031 ∗
REE + 0.091 ∗ TRE
(c) SR Ma´ximo: 0.347 ∗AMS+ 0.100 ∗GRF + 0.178 ∗ IAG+ 0.270 ∗ JAZ +
0.104 ∗REE
3. Modelo de Markowitz - MCD
(a) Rendimiento Ma´ximo: 1 ∗ IAG
(b) Riesgo Mı´nimo: 0.008 ∗ ABE + 0.257 ∗ AMS + 0.084 ∗ BME + 0.191 ∗
ENG+ 0.048 ∗GAS + 0.032 ∗GRF + 0.101 ∗ IBE + 0.075 ∗ ITX + 0.116 ∗
JAZ + 0.041 ∗REE + 0.012 ∗ TEF + 0.034 ∗ TRE
(c) SR Ma´ximo: 0.308 ∗AMS+ 0.053 ∗ENG+ 0.060 ∗ IAG+ 0.211 ∗JAZ +
0.367 ∗REE
4. Modelo de Markowitz - Semivarianzas
(a) Rendimiento Ma´ximo: 1 ∗ IAG
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(b) Riesgo Mı´nimo: 0.268 ∗ AMS + 0.097 ∗ BME + 0.025 ∗ DIA + 0.048 ∗
GAS + 0.032 ∗GRF + 0.101 ∗ IBE + 0.075 ∗ ITX + 0.116 ∗ JAZ + 0.041 ∗
REE + 0.012 ∗ TEF + 0.034 ∗ TRE
(c) SR Ma´ximo: 0.349 ∗AMS+ 0.053 ∗ENG+ 0.060 ∗ IAG+ 0.211 ∗JAZ +
0.367 ∗REE
Renumeramos las carteras, de 1 a 8 prescindiendo de las carteras 3.(a) y 4.(a) por
tratarse de casos equivalentes a 2.1 por tener menor relevancia en el estudio.
Representamos sus retornos en el Plot 19.
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Plot 19: Carteras aplicadas sobre histo´rico de retornos
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La serie 2, de mayor rentabilidad, es tambie´n la de mayor volatilidad por falta de
diversificacio´n de la cartera. La del modelo ba´sico, muestra un aspecto muy similar a
las obtenidas con los modelos de Markowitz. Adema´s tambie´n se comprueba visual-
mente que las oscilaciones de las series 3, 5 y 7 son mayores a las series de obtenidas
de las carteras de Riesgo Mı´nimo. Sin embargo es dif´ıcil obtener ma´s conclusiones a
partir de una simple visualizacio´n de las series de retornos, resumimos los rendimien-
tos y riesgos de cada cartera en el Plot 20.
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Plot 20: Comparacio´n de carteras
Lo primero que cabe destacar es que ninguna de las carteras es “mejor” o “peor”
a otra, ya que cada una se ha medido con una metodolog´ıa distinta. Detallamos los
valores de los estad´ısticos en la Tabla 2. La cartera de rentabilidad ma´xima es la
cartera 2, pero su riesgo tambie´n es mucho mayor al del resto. Las carteras de Ratio
de Sharpe ma´ximo, superan el 0.14% de rentabilidad lo que resultar´ıa ma´s atractivo
al inversor esta´ndar frente a las de riesgo mı´nimo (µ = ∞). Las carteras 7 y 8 se
corresponden al modelo de optimizacio´n calculado a trave´s de la semivarianza. Esto
supone que el riesgo siempre sera´ menor o igual que el obtenido con la varianza cla´sica.
4.2 Riesgo espec´ıfico
En el subapartado anterior se ha visto la posicio´n global de las carteras, co´mo se
estructuran en cuanto a rentabilidad y riesgo. Sin embargo este riesgo puede descom-
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Rend Riesgo
1. Ba´sico 1.001400 0.000092
2. Rend Ma´x 1.001822 0.000455
3. Mark - SR Ma´x 1.001535 0.000113
4. Mark - Riesgo Mı´n 1.001201 0.000085
5. Mark MCD - SR Ma´x 1.001404 0.000079
6. Mark MCD - Riesgo Mı´n 1.000937 0.000064
7. Mark Semi - SR Ma´x 1.001516 0.000037
8. Mark Semi - Riesgo Mı´n 1.001201 0.000028
Tabla 2: Rentabilidades y Riesgos de las carteras ma´s relevantes
ponerse en dos elementos principales: 1) Riesgo Sistema´tico y 2) Riesgo Espec´ıfico.
El primero, se corresponde al riesgo de mercado y el segundo, u´nicamente al compor-
tamiento de la cartera. El riesgo de mercado se asocia a las fluctuaciones del precio
global del mercado. Este precio se recoje en el ı´ndice de la Bolsa, el IBEX-35 en
nuestro caso. Analizamos dicho ı´ndice a trave´s del siguiente gra´fico (Plot 21).
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Plot 21: Serie IBEX-35
Observamos una tendencia bajista en el periodo referido a enero-julio de 2012
correspondiente a la crisis del sector financiero espan˜ol con una recuperacio´n desde
entonces hasta el momento actual, ma´s destacado a partir de julio de 2013. La
volatilidad de la serie es bastante pronunciada.
Veamos lo que ocurre en relacio´n con las carteras calculadas sobre las carteras de
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precios.
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Plot 22: Carteras aplicadas sobre histo´rico de precios
En primer lugar se ve que con cada una de las carteras se obtiene una ganancia
a final del per´ıodo lo cual es un resultado positivo. El crecimiento de cada serie se
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ha de ver de forma proporcional al precio inicial, puesto que las escalas de precio
son diferentes en cada caso. En relacio´n al ı´ndice IBEX-35, cuantos menos activos
formen la cartera, ma´s similar sera´ el comportamiento entre ambas. Por ejemplo,
el caso de la segunda cartera es claro. Adema´s la variabilidad del ı´ndice es mucho
mayor al de cualquiera de las carteras, lo cual tambie´n es un dato positivo.
A continuacio´n estudiamos la relacio´n entre las carteras y el ı´ndice, analizando el
valor del rendimiento diario de cada una de ellas al aumentar el IBEX-35 en 1 unidad,
ve´ase el coeficiente β de la relacio´n lineal entre la serie de retornos de nuestra cartera
y la serie de retornos nominales del ı´ndice. Esta regresio´n lineal fue definida por
Sharpe como modelo de mercado y a la recta de ajuste resultante se le denomina
l´ınea caracter´ıstica del t´ıtulo. Veamos entonces a continuacio´n un ejemplo con la
cartera ba´sica.
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Plot 23: Regresio´n lineal entre la serie de retornos de la Cartera Ba´sica e IBEX-35
La regresio´n recoge la relacio´n lineal entre la serie de retornos de la cartera ba´sica
y la serie de retornos del IBEX-35. La l´ınea roja es la recta de ajuste, es decir la l´ınea
caracteristica de mercado. Espec´ıficamente, se aplica la regresio´n simple a trave´s de
la estimacio´n por mı´nimos cuadrados con la funcio´n lm(). Los resultados nume´ricos
se detallan en la Tabla 3.
En la tabla superior se muestran los resultados del ajuste lineal de la primera
cartera con el IBEX-35. Estos resultados muestran el rechazo de la falta de linealidad
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
4 CONTRASTE DE CARTERAS 39
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4854 0.0170 28.58 0.0000
IBEX 0.5158 0.0170 30.38 0.0000
Tabla 3: Resultados del ajuste lineal: Cartera Ba´sica Vs. IBEX-35
del ajuste (F-statistic: 922.9; df=1,782; p-valor < 2.2e-16 ). Adema´s la variabilidad
explicada por la variable X, la cartera ba´sica en este caso, es R2 = 0.5407. Mostramos
el plot de residuales frente a valores predichos:
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Plot 24: Residuos Vs. Predichos Regresio´n Lineal entre Cartera Ba´sica e IBEX-35
Como vemos se trata de un plot nulo, luego no existen indicios a favor de la hetero-
cedasticidad de los residuales y se cumple entonces la hipo´tesis de homocedasticidad
de la regresio´n lineal.
Ajustamos el resto de carteras para obtener todos los β. Las tablas resultantes se
muestran en el anexo (Tablas 14 a 20). Los ajustes son los siguientes:
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1. Básico 2. Rend Máx
3. Mark − SR Máx 4. Mark − Riesgo Mín
5. Mark MCD − SR Máx 6. Mark MCD − Riesgo Mín
7. Mark Semi − SR Máx 8. Mark Semi − Riesgo Mín
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Plot 25: Regresiones Lineales de las carteras con el ı´ndice IBEX-35
La Tabla 4 que se muestra a continuacio´n contiene los resultados de los α y β
ajustados. La Tabla 5, el riesgo espec´ıfico, calculado como la variabilidad de la se-
rie de la cartera menos el β al cuadrado multiplicado por la variabilidad del mercado.
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(Intercept) IBEX
1. Ba´sico 0.48541 0.51583
2. Rend Ma´x 0.24913 0.75246
3. Mark - SR Ma´x 0.47814 0.52290
4. Mark - Riesgo Mı´n 0.47402 0.52735
5. Mark MCD - SR Ma´x 0.40963 0.59133
6. Mark MCD - Riesgo Mı´n 0.46119 0.54008
7. Mark Semi - SR Ma´x 0.47429 0.52674
8. Mark Semi - Riesgo Mı´n 0.47155 0.52980
Tabla 4: Coeficientes resultantes de los 8 ajustes lineales
Riesgo Espec´ıfico
1. Ba´sico 0.00004225
2. Rend Ma´x 0.00034893
3. Mark - SR Ma´x 0.00003374
4. Mark - Riesgo Mı´n 0.00006078
5. Mark MCD - SR Ma´x 0.00002594
6. Mark MCD - Riesgo Mı´n 0.00005321
7. Mark Semi - SR Ma´x 0.00003328
8. Mark Semi - Riesgo Mı´n 0.00005619
Tabla 5: Riesgos Espec´ıficos de cada cartera
De esta forma la mayor volatilidad espec´ıfica es la de aquella formada por un solo
activo, es decir la de Rendimiento Ma´ximo. Este suceso ocurre porque no se esta´
diversificando el riesgo. Asimismo la serie 5 correspondiente a la cartera del Ratio de
Sharpe Ma´ximo (MCD) tiene el menor riesgo espec´ıfico. Dado que el inversor trata
de cubrirse so´lo del riesgo espec´ıfico, e´sta es la cartera ma´s aconsejable de inversio´n.
Por otro lado la serie 7, que se ve´ıa co´mo mejor situada en el Plot 20 en cuanto a
bajo riesgo y buen rendimiento, tendr´ıa un riesgo espec´ıfico bajo-medio, muy similar
al de la tercera cartera.
Como vemos el riesgo espec´ıfico nos sirve para dar un ranking de las mejores
carteras en cua´nto a volatilidad se refiere.
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5 Justificacio´n de las herramientas utilizadas
Uno de los objetivos de este trabajo es mostrar que R es un entorno interesante
para resolver problemas de optimizacio´n, especialmente cuando tambie´n hay ana´lisis
de datos. Se buscaba adema´s una herramiento que integrase todos los complementos
necesarios para la obtencio´n de datos, tratamiento, ana´lisis, optimizacio´n, visuali-
zacio´n y exposicio´n de resultados. Las alternativas y justificacio´n de escoger R en
cada punto se detallan en los siguientes subapartados. Algunas de las librer´ıas y te´c-
nicas que se utilizan fueron descubiertas en el MOOC (Massive Open Online Course)
Introduction to Computational Finance and Financial Econometrics de la University
of Washington, que se realizo´ durante 10 semanas en la plataforma Coursera8.
5.1 Obtencio´n de datos
Existen diferentes procedimientos posibles para la obtencio´n de las cotizaciones.
La ma´s sencilla, por descarga directa de pa´ginas web en hojas de ca´lculo tradicionales.
Por este me´todo se tardo´ 10h aproximadamente en la obtencio´n de las 784 observa-
ciones por cada una de las 35 empresas (sin contar el tiempo empleado en encontrar la
pa´gina adecuada de descarga). As´ı es que se opto´ por encontrar un me´todo que per-
mitiese la descarga directa. En R, a trave´s de la funcio´n gethistquote() de la librer´ıa
tseries se da la opcio´n de automatizar el proceso, con la ventaja de poder modificar
diferentes para´metros, como fechas, s´ımbolos, etc y obtener valores a tiempo real.
De esta forma, el tiempo de descarga se reduce de horas a segundos. Tambie´n exist´ıa
la opcio´n desde R de conectarse directamente a una URL y obtener el contenido de
cualquier tabla, incluso de acceder a enlaces de la misma, con las librer´ıas XML o
RCurl. No obstante la alternativa que finalmente se empleo´ era ma´s espec´ıfica para
la materia que concierne a este estudio.
5.2 Visualizacio´n
Para la visualizacio´n grafica de los objetos, en su mayor´ıa data frames de series
temporales (objetos tipo zoo en R), combinados con variables tipo factor se eligio´ la
librer´ıa ggplot2 que dispone diferentes capas o layers en las cuales se representa cada
conjunto de elementos diferente a plotear. Como cualquier otro software avanzado de
estad´ıstica, permite al usuario la modificacio´n de tipo de gra´fico, colores, leyendas,
etc.
8https://es.coursera.org/ y Zivot (2015)
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5.3 Optimizacio´n
Existen otros programas espec´ıficos de Investigacio´n Operativa como los solvers
CPLEX de AMPL, XPRESS, GAMS o LINGO. R no fue disen˜ado para la opti-
mizacio´n de funciones, y por tanto la idea inicial era la de no utilizarlo en este punto.
Sin embargo, al tratarse de una optimizacion cuadra´tica se pod´ıa seguir integrando
todo el trabajo en R, sin necesidad de exportar datos e importar resultados. Se tienen
librer´ıas espec´ıficas como Portfolio o PerformanceAnalytics9. Se opto´ por la segunda
para tener el margen de modificar la computacio´n de los riesgos. As´ı quedar´ıa todo
el ana´lisis integrado quedando tan so´lo por resolver la generacio´n automa´tica del
informe.
5.4 Generacio´n del informe
El trabajo se quer´ıa realizar con LATEX lo cual era posible a trave´s de compiladores
como MikTex por ejemplo. Pero el anidar los ana´lisis estad´ısticos en la elaboracio´n
del informe de forma automa´tica era una idea que facilitar´ıa los cambios que se pod´ıan
producir a lo largo del estudio. Se opto´ por tanto por la herramienta RSweave de R,
que integra co´digo LATEX con co´digo R, y permite generar informes automa´ticos.
9Para consultar todas las disponibles visitar: http://cran.r-project.org/web/views/Optimization.html
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6 Conclusiones
Se han considerado varios me´todos para estudiar el riesgo de las carteras. Cada
uno de esos me´todos ofrece alternativas diferentes de ana´lisis. Asimismo se ha visto
como el ana´lisis dina´mico es muy importante a la hora de tomar decisiones de inver-
sio´n, puesto que el intervalo temporal que se escoja va a influir en gran medida en los
resultados. En nuestro caso con una ventana de 6 meses, se ve´ıa que las variaciones
puntuales en 2012 son mucho mayores que las que se producen respecto a los an˜os
posteriores.
El me´todo de estimacio´n robusta MCD corrige la posicio´n de las carteras eficientes
y de las empresas en ellas en el plot del Riesgo frente al Rendimiento. Esta te´cnica
consigue reducir el riesgo pero tambie´n el rendimiento, haciendo ambos ma´s realistas.
Se ha comprobado que el me´todo de la semivarianza proporciona un riesgo menor
en nuestra cartera, aunque se ha de tener en cuenta que so´lo se esta´ considerando la
variacio´n negativa de la cartera, es decir que de alguna manera se esta´ restringiendo
la informacio´n.
Por u´ltimo, cabe destacar que con cualquier otro software, se habr´ıa podido rea-
lizar cada tarea por separado, incluso con herramientas ma´s espec´ıficas. Sin embargo
la integracio´n absoluta de todas ellas en una ha facilitado la generacio´n del informe y
se ha conseguido evitar la utilizacio´n de software de ofima´tica. Esto hace que se re-
duzcan los tiempos de ejecucio´n, consiguiendo un ana´lisis reproducible y automa´tico,
tan relevante en nuestros d´ıas.
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7 Futuras aplicaciones
La optimizacion de carteras no so´lo es aplicable en mercados bursa´tiles. La idea
es extendible a otro tipo de mercados como el de las materias primas, divisas o ma-
teriales preciosos. Los para´metros a tener en cuenta en cada caso, como la amplitud
temporal de ana´lisis histo´rico, los movimientos de cada serie o las tendencias de las
mismas, se tratan de manera diferente segu´n se trate de una materia u otra, sin
embargo la metodolog´ıa aqu´ı empleada ser´ıa totalmente extrapolable.
Como ejemplo externo al mundo de las finanzas, tenemos el campo de la ali-
mentacio´n. El ana´lisis de carteras sirve para la optimizacio´n de componentes ali-
menticios. Se necesitan fijar unos valores mı´minos de prote´ınas, calcio, vitaminas
etc, que en materia econo´mica entender´ıamos por fijar unas rentabilidades mı´nimas,
y se trata de minimizar el coste del producto final. Dicho coste variar´ıa perio´dica-
mente en funcio´n de las rutas de transporte, almacenamiento o modificaciones de los
precios en el mercado del ganado.
Desde el punto de vista de la optimizacio´n y las finanzas se puede extender el
trabajo a la definicio´n de rendimiento, adjudicando pesos mayores a datos ma´s re-
cientes (ver Vanderbei, R.J. (1997), pa´ginas 373-374). Adema´s desde el punto de
vista esta´distico cabe la posibilidad de realizar un ana´lisis de series temporales de
las carteras y comparar predicciones con datos reales. Es decir, analizar el compor-
tamiento futuro de las carteras (ver Mart´ın Sa´nchez, I. (2013)).
Por u´ltimo, se propone la explotacio´n de una aplicacio´n sobre optimizacio´n dina´mi-
ca, que permita a cada usuario realizar sus propias consultas sobre la inversio´n,
aplicando los modelos analizados en este trabajo y dando la opcio´n de eleccio´n del
mismo. Esto ser´ıa directo de implentar a trave´s de la librer´ıa Shiny10 perteneciente
a RStudio que permite la implementacio´n de aplicaciones web basadas en gra´ficos
de R. La aplicacio´n podr´ıa ser publicada en la red y explicitada econo´micamente,
obteniendo un producto comercial abierto al pu´blico, a trave´s de un servidor o bien
directamente en la web Ver shinyapps.io.
10Ver http://shiny.rstudio.com/
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
BIBLIOGRAFI´A 46
Bibliograf´ıa
[1] Cornuejols, G., Tfutfuncfu, R. (2005). Optimization Methods in Finance,
Carnegie Mellon University, Pittsburgh, USA
[2] Markowitz, H. (1952) Portfolio Selection. The Journal of Finance 7, 77-91.
[3] Markowitz, H. (1999) The Early History of Portfolio Theory: 1600 - 1960. Fi-
nancial Analysis Journal, 55, 5 - 16.
[4] Mart´ın Sa´nchez, I. (2013). Optimizacio´n de Carteras de Inversio´n. TFG Grado
en Estad´ıstica. Universidad de Valladolid.
[5] Pfaff, B. (2013). Financial Risk Modelling and Portfolio Optimization with R.
Wiley, West Sussex UK.
[6] Plantinga, A., Van der Meer, R. and Sortino, F. (2001). The impact of the
Downside Risk on risk-adjusted performance of mutual funds in the Euronext
markets.
[7] Rousseeuw, P.J. and Van Driessen, K. (1999). A Fast Algorithm for the Minimum
Covariance Determinant Estimator. Technometrics, 41, 212-223. Journal of the
American Statistical Association, 94(446): 434-445.
[8] Schrage, L. (2006). Optimization Modeling with LINGO. Lindo Systems Ins.
Chicago, Illinois, USA.
[9] Vanderbei, R.J. (1997) Linear Programming Foundations and Extensions.
Kluwer A.P., Boston, USA.
[10] Zivot, E. (2015). Introduction to Computational Finance and Financial Econo-
metrics. University of Washington, USA. Coursera.
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
I´NDICE DE FIGURAS 47
I´ndice de Figuras
1 Series de precios de las 35 empresas del IBEX . . . . . . . . . . . . . 11
2 Serie de retornos de BKIA. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3 Box-plots de las series de retornos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
4 Plot de correlaciones entre series de retornos . . . . . . . . . . . . . . 16
5 Portfolio o´ptimo de Mı´nima Varianza para k=1.0014 . . . . . . . . . 18
6 Portfolio o´ptimo de Mı´nima Varianza modificando rendimiento mı´nimo 19
7 Variacion de los riesgos segu´n el cambio de rendimientos . . . . . . . 20
8 Portfolios o´ptimos de Markowitz Cla´sico . . . . . . . . . . . . . . . . 21
9 Frontera eficiente de Markowitz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
10 PCA sobre series de retornos: No Robusto Vs. Robusto . . . . . . . . 24
11 Portfolios o´ptimos de Markowitz con MCD . . . . . . . . . . . . . . . 25
12 Frontera eficiente de Markowitz con MCD . . . . . . . . . . . . . . . 26
13 Riesgos de carteras notables con estimacio´n robusta y no robusta . . 27
14 Rendimientos de carteras notables con estimacio´n robusta y no robusta 28
15 Portfolios o´ptimos de Markowitz con Semivarianzas . . . . . . . . . . 29
16 Frontera eficiente de Markowitz - Semivarianza . . . . . . . . . . . . . 30
17 Frontera Eficiente Dina´mica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
18 Frontera Eficiente Dina´mica - Rolling 6 meses . . . . . . . . . . . . . 32
19 Carteras aplicadas sobre histo´rico de retornos . . . . . . . . . . . . . 34
20 Comparacio´n de carteras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
21 Serie IBEX-35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
22 Carteras aplicadas sobre histo´rico de precios . . . . . . . . . . . . . . 37
23 Regresio´n lineal entre la serie de retornos de la Cartera Ba´sica e IBEX-35 38
24 Residuos Vs. Predichos Regresio´n Lineal entre Cartera Ba´sica e IBEX-35 39
25 Regresiones Lineales de las carteras con el ı´ndice IBEX-35 . . . . . . 40
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
I´NDICE DE TABLAS 48
I´ndice de Tablas
1 Rendimientos y riesgos esperados de cada activo . . . . . . . . . . . . 13
2 Rentabilidades y Riesgos de las carteras ma´s relevantes . . . . . . . . 36
3 Resultados del ajuste lineal: Cartera Ba´sica Vs. IBEX-35 . . . . . . . 39
4 Coeficientes resultantes de los 8 ajustes lineales . . . . . . . . . . . . 41
5 Riesgos Espec´ıficos de cada cartera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
6 S´ımbolos y nombres de cada activo del IBEX-35 (mayo 2015) . . . . . 50
7 Tabla de correlaciones entre los retornos de las 35 empresas I . . . . . 51
8 Tabla de correlaciones entre los retornos de las 35 empresas II . . . . 52
9 Frontera Eficiente - Modelo Markowitz . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
10 Tabla de correlaciones entre los retornos de las 35 empresas mediante
estimacio´n robusta - MCD I . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
11 Tabla de correlaciones entre los retornos de las 35 empresas mediante
estimacio´n robusta - MCD II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
12 Frontera Eficiente - Modelo Markowitz - MCD . . . . . . . . . . . . . 56
13 Frontera Eficiente - Modelo Markowitz - Semivarianza . . . . . . . . . 57
14 Resultados del ajuste lineal: Cartera Rendimiento Ma´ximo Vs. IBEX-35 58
15 Resultados del ajuste lineal: Cartera Markowitz - SR Ma´x Vs. IBEX-35 58
16 Resultados del ajuste lineal: Cartera Markowitz - Riesgo Mı´n Vs.
IBEX-35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
17 Resultados del ajuste lineal: Cartera MCD - SR Ma´x Vs. IBEX-35 . 59
18 Resultados del ajuste lineal: Cartera MCD - Riesgo Mı´n Vs. IBEX-35 59
19 Resultados del ajuste lineal: Cartera Semivarianza - SR Ma´x Vs.
IBEX-35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
20 Resultados del ajuste lineal: Cartera Semivarianza - Riesgo Mı´n Vs.
IBEX-35 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
I´NDICE DE TABLAS 49
Anexo: Tablas
Estrategias eficientes de inversio´n y gestio´n del riesgo en mercados bursa´tiles Paula Lo´pez Casado
I´NDICE DE TABLAS 50
sim nombre
1 ABE Abertis Infraestructuras S.A.
2 ABG.P ABENGOA
3 ACS Actividades de Construccio´n y Servicios, S.A.
4 AMS Amadeus IT Holding SA
5 ANA Acciona, S.A.
6 BBVA Banco Bilbao Vizcaya Argentaria, S.A.
7 BKIA BANKIA S.A.
8 BKT Bankinter, S.A.
9 BME Bolsas y Mercados Espan˜oles
10 CABK CAIXABANK
11 DIA Distribuidora Internacional de Alimentacio´n S.A.
12 ELE Endesa Corporacio´n Tecnolo´gica S.A.
13 ENG ENAGAS
14 FCC Fomento de Construcciones y Contratas
15 FER Ferrovial
16 GAM GAMESA
17 GAS Gas Natural SDG S.A.
18 GRF Grifols, S.A.
19 IAG INTL. CONS. AIR GRP
20 IBE Iberdrola, S.A.
21 IDR Indra Sistemas, S.A.
22 ITX Industria de Diseno Textil SA
23 JAZ Jazztel PLC
24 MAP Mapfre S.A.
25 MTS ArcelorMittal SA
26 OHL Obrascon Huarte Lain S.A.
27 POP Banco Popular Espanol S.A.
28 REE Red Ele´ctrica Corporacio´n S.A.
29 REP Repsol, S.A.
30 SAB Banco de Sabadell, S.A.
31 SAN Banco Santander, S.A.
32 SCYR SACYR
33 TEF Telefo´nica S.A.
34 TL5 Mediaset Espa´ıa Comunicacio´n, S.A.
35 TRE Tecnicas Reunidas, S.A.
Tabla 6: S´ımbolos y nombres de cada activo del IBEX-35 (mayo 2015)
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.2491 0.0488 5.10 0.0000
IBEX 0.7525 0.0488 15.42 0.0000
Tabla 14: Resultados del ajuste lineal: Cartera Rendimiento Ma´ximo Vs. IBEX-35
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4781 0.0152 31.50 0.0000
IBEX 0.5229 0.0152 34.46 0.0000
Tabla 15: Resultados del ajuste lineal: Cartera Markowitz - SR Ma´x Vs. IBEX-35
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4740 0.0204 23.27 0.0000
IBEX 0.5274 0.0204 25.90 0.0000
Tabla 16: Resultados del ajuste lineal: Cartera Markowitz - Riesgo Mı´n Vs. IBEX-35
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Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4096 0.0133 30.78 0.0000
IBEX 0.5913 0.0133 44.45 0.0000
Tabla 17: Resultados del ajuste lineal: Cartera MCD - SR Ma´x Vs. IBEX-35
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4612 0.0191 24.19 0.0000
IBEX 0.5401 0.0191 28.34 0.0000
Tabla 18: Resultados del ajuste lineal: Cartera MCD - Riesgo Mı´n Vs. IBEX-35
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4743 0.0151 31.46 0.0000
IBEX 0.5267 0.0151 34.96 0.0000
Tabla 19: Resultados del ajuste lineal: Cartera Semivarianza - SR Ma´x Vs. IBEX-35
Estimate Std. Error t value Pr(>|t|)
(Intercept) 0.4716 0.0196 24.07 0.0000
IBEX 0.5298 0.0196 27.06 0.0000
Tabla 20: Resultados del ajuste lineal: Cartera Semivarianza - Riesgo Mı´n Vs. IBEX-35
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